
第六讲 生成函数与Bernoulli多项式

我们称


或
  （1）


为数列

， ， ， ，  （2）

的生成函数，这种生成函数是所谓形式幂级数，它可以像多项式那样作加，乘等运算，并约

定



， ， ， ， .

我们关心的只是（1）中的系数，即数列（2）的性质，而不讨论（1）的收敛性.

第二类是将（有限的）正整数（或整数）数列

， ， ，  （3）

与函数

 （4）

对应.（4）称为（3）的指数生成函数.

第一类生成函数中，最常见的便是

.

用于研究二项式系数间的一些恒等式.

第二类生成函数主要用于涉及整数之和的一些问题.

设整数列 ， ， ， 与 ， ， ， 的生成函数分别是 和 ，则整数列

的生成函数是 ， 中 的系数就是 的解数.

例1.设  ，证明

 .
若

若



例2.从 中选出 项的严格递增数列，每相邻两项的差不大于 ，且

，有多少种不同的选法？

例3.从 种不同的物品中取 个，如果允许重复选取同一种物品，一共有多少种取法.

例4.证明  .

例5.设  ，两个有理数的 元集合（元素允许重复）

，而集合

（这里的相等计入元素的重数）. 证明： 是 的方幂.

例6.用在多边形内部互不相交的对角线将凸多边形 分为 个三角形，有

多少种分法？

下面我们来介绍Bernoulli多项式，并剖析如何想到它！

对于数列 ， 表示其前 项和.

若 的表达式可求出，则 时， 可表为 ；反之，若 能表为

，则 .因此求 等同于将 裂项为 .裂项抵消
法是数列求和的一般方法！

如何求 呢？

对于某个具体的 ，我们可用待定系数法将  裂项为 ，其中 为 的

次多项式，比方说 ，  .  越大，裂项越困

难！

能否整体考虑呢？

利用恒等式 
有 的生成函数为 .

对于每个 ，要将 裂项为 的形式，只要将 裂项！


由 ，有 ，


若令 ，则
 ，
若能将 展开为 的幂级数


 ，
则有 .
可惜的是 不能展开为 的幂级数，

这是因为 
不存在.


注意到 ， 可展开成  的幂级数.



令 ，则


 


比较 的系数，有

.

取 知 ，

从而 ，
 称为Bernouli多项式.


称为Bernoulli数.

， ， ， 的生成函数为 ，

， ， 的生成函数为 ，

，

比较两端 的系数，得


  （ ）

因此 是关于 的 次多项式.

若形式地定义  ，则

当 时

，

从而有递推关系.

   （**）

其中 ， .

当 且 为奇数时，

 ，

由（**）有 ， ，  ， ， ， ，




由（*）有 ， ， ， ，

， .


