
数论中的局部化

设 是一个素数， ， ， .

此时我们称 在 处的指数赋值为 ，记为 .

可视为 的一个函数，它具有性质.

（i）  ，

（ii） ，

（iii） ，

特别地，当 ， ， 有一个小于其它任一个，

比妨说 ， 时，


此特殊情况在高中数学竞赛中占有非常重要的地位！

由性质i），我们可将  扩充定义为 ， ,

 .

扩充定义后，性质i），ii），iii）仍成立.

常用到的结论有

1°.

此等式右边每项依次可解释为 ， ， ， 中恰为 ， ， ， 的倍数的个数.

对于 ，若  ，则 在 中的贡献为 ，在  中的贡献

也为 ，故等式成立.

2°. ，其中 为将 表示为 进制后其数字和.

证：设 ，  ， ，则



将上述等式相加，右边按分子分类相加，得

3°.已知 ，则 .

4°. 



素数



例1.（1）求证

（2）求证 ，其中  ， .

证：（1）因为 ，

而  ，

 ，

.

评析：不需考虑 的计算结果即整体情况，而是专门攻击它在某素

因子的指数赋值即局部情况！此小题也可考虑 ， 等.但考虑 就不是很好，为什么？

（2）令 ，则

若存在  ，使

则可设 ，

其中 且

但  ，且 ，与 的定义矛盾.

 ， ， ， 中仅有一个能取到 ， ， ， ，

中仅有一个能取到 .从而 .从而结论成立.

且



例2.设 ，是给定的两个正整数.证明：有无穷多个正整数 ，使 .





例3.设 是给定的正整数， .记

， ， .

证明：存在正整数 ，使得 为一个整数.这里 表示不小于 的最小整数.




例4.证明：对于任意 ，存在一个  次多项式

，

具有如下性质：

（1） ， ， ， 均为正整数；

（2）对 ，及任意 个互不相同的正整数 ， ， ，均有

.





例5.设 是奇素数， ， ， .

设  （*），其中 .


证明： 且 .





例6.求具有下述性质的所有正整数 ，对任意正整数 


 .





例7.设 ， ，  是一个无限项正整数序列，已知存在整数 ，使得


对每个整数 ， 都是整数.


证明：存在正整数 ，使得 对所有整数 都成立.


