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函数、多项式专题讲义

1. 设非零数 r1, r2, . . . , r10 是 10 次首一多项式 P (x) 的 10 个复根, Q(x) 是一个 45 次的

首一多项式, 其根为
1

ri
+

1

rj
− 1

rirj
, 其中 1 ⩽ i < j ⩽ 10. 如果 P (0) = Q(1) = 2, 求

|P (1)|.

2. 设 n为正整数. 证明:

(1) sin
π

2n
sin

2π

2n
· · · sin (n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
;

(2) cos
π

2n+ 1
cos

2π

2n+ 1
· · · cos nπ

2n+ 1
=

1

2n
.

3. 假设 a1, a2, . . . , an是 n个不同的数, b1, b2, · · · , bn是任意 n个数. 令

F (x) =
n∏

i=1

(x− ai), L(x) =
n∑

i=1

biF (x)

(x− ai)F ′(ai)
.

证明: L(ai) = bi, i = 1, 2, · · · , n. 通常称 L(x)为拉拉拉格格格朗朗朗日日日插插插值值值公公公式式式

利用上述公式求

(1) 一个次数 < 4的多项式 f(x)使得

f(2) = 3, f(3) = −1, f(4) = 0, f(5) = 2;

(2) 一个二次多项式 f(x),它在 x = 0,
π

2
, π处与函数 sinx有相同的值.

4. 若非零复数 z 满足 z + 1
z
= 1, 求 z2022 + 1

z2022
的值.

5. 求大于 2022的最小的正整数 n使得 g(x) = x4+x2+1整除 f(x) = (x6+x4)n−x4n−x6.

6. 设 f(x) 是一个 2022 次整系数多项式且满足 f(x2) = f(x)f(x− 1). 求 f(1).

7. 求满足 f(
√
2 +

√
3) =

√
2 成立的次数最低的有理系数多项式 f(x).

8. 设 p = a0 · 10n + a1 · 10n−1 + · · · + an 是素数, 其中 0 ≤ ai ≤ 9, 0 ≤ i ≤ n, a0an ̸= 0.

令 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an. 证明: 不存在非常数整系数多项式 g(x), h(x) 使得

f(x) = g(x)h(x).
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9. 设 S = {1, 2, 3, 4, 5}, 求满足 f(f(x)) = x 的映射 f : S −→ S的个数.

10. 已知定义在 (0,+∞) 上的函数 f(x) 是单射，且对任意的 x > 0, 有 xf(x) > 1,

f(xf(x)− 1) = 2, 求 f(2).

11. 已知实数 a, b 满足 a+ lg a = 10, b+ 10b = 10, 求 lg(a+ b).

12. 设 f0(x) = x, 令 fn+1(x) = fn(x
2(3− 2x)), n ≥ 0. 当 a ∈ [0, 1], 求

2022∑
n=0

fn(a) +
2022∑
n=0

fn(1− a)

的最小值.

13. 设 x ∈ R 满足 xxxx

= ((xx)x)x, 求 (xx)x
x
.

14. 设正实数 a, b, c 满足

log30(a+ b+ c) = log8(3a) = log27(3b) = log125(3c).

求 a+ 3b+ 9c 的值.

15. 设 f(x) 是定义在 R 上的函数，对任意实数 x 有 f(x + 3)f(x − 4) = −1. 又当

0 ≤ x < 7 时，f(x) = log2(9− x), 求 f(−100) 的值.

16. 若 a, b, c 为关于 x 的方程 x3 − x2 − x+m 的三个实根，求m 的最小值.

17. 已知实数 a, b, c 满足 a+ b+ c = 1, 求
√
4a+ 1+

√
4b+ 1+

√
4c+ 1 的最大值与最小

值的乘积.

18. 已知实数 x, y, z ∈ R, x+ y + z = 1, x2 + y2 + z2 = 1. 求 xyz 的最大值和最小值.

定义 1. 设 q1, q2, · · · , qm 是实数序列. 如果 qjqj+1 < 0,则说 qj 与 qj+1 之间有一个变变变号号号;

如果 qj+1 = · · · = qj+s−1 = 0,但 qjqj+s < 0,则说 qj, qj+1, · · · , qj+s之间有一个变号. 序列

q1, q2, · · · , qm中的变号总数称为该序列的变变变号号号数数数.

引理 1. 设 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ R[x],且 a0 > 0, an ̸= 0.如果 f(x)

有 p个正根 (重根按重数计算), 则 p 是偶数当且仅当 an > 0; p 是奇数当且仅当 an < 0.

定理 1. (笛笛笛卡卡卡尔尔尔符符符号号号律律律) 设 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an 是实系数多项式,

其中 a0 > 0, an ̸= 0.如果 f(x)有 p个正根 (重根按重数计算), 而序列 a0, a1, · · · , an−1, an

的变号数为 µ,则 (1) p ⩽ µ; (2) µ− p是偶数.
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19. 求下列方程的实根的个数:

(1) x4 − x3 − 1 = 0;

(2) x6 + x4 − x3 − 2x− 1 = 0;

(3) x4 − x2 + x− 2 = 0.

20. 设f(x) = x− [x]− 1
2
, 证明:

n−1∑
k=0

f(x+ k
n
) = f(nx).

21. 给定两个正整数 a ̸= b, f(a, b) 表示恰好整除 a 与 b 之一的最小的正整数, 例如

f(23 × 32, 22 × 33× 11) = 23. 令 S = {(x, y) | 1 ⩽ x ̸= y ⩽ 100, (f(x, y), (x, y)) = 2}. 求
|S|.

22. 设 a ∈ R, {a} 表示 a 的小数部分. 令

S = {1, 2, , 3, . . . , 2022} ,
V = {f : S −→ [0, 1) |任意 x, y ∈ S, 存在 z ∈ S, 使得 {f(x) + f(y)} = f(z)} ,
T =

{
(m,n) ∈ S × S | 存在 f ∈ V, 使得 f(1) =

m

n

}
.

求
∑

(m,n)∈T

m

n
.


