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代数 

一，均值不等式 

1.1.设 , , 0,a b c  求证： 2.
c a b

a b c c
+ + 

+
 

1.2.设 0,a b  求
3

2

3
2a

ab b
+

−
的最小值. 

1.3.设 , ,x y z是正数,且 1,x y z+ + = 求证：
3

.
2

xy yz zx

z xy x yz y zx
+ + 

+ + +
 

1.4.设 , , 0a b c  且 3,a b c+ + = 证明： .a b c ab bc ca+ +  + +  

1.5.设 , , 0,x y z  且 1.xyz = 证明：
3 3 3 3

.
(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) 4

x y z

y z z x x y
+ + 

+ + + + + +
 

1.6.设 , , 0,x y z  证明：
3

2( )
(1 )(1 )(1 ) 2 .

x y z x y z

y z x xyz

+ +
+ + +  +  

1.7.设 1 2, , , na a a 为 n 个正数 ,证明：

2

1 1

1

1

1
n

n n

i in
i i

in
i

i i

a a
n

a
n n

a

= =

=

=

  
 




,,当且仅当

1 2 na a a= = = 时取等. 

1.8.已知 , , 0,a b c  证明：

2 1

3 23 2 3 .
a b c

b c a
+ +    

 

1.9 设 x y z +R， ， ， 2 3 1x y z+ + = ，求
3 3 3

16 81 1

8 27x y z
+ + 的最小值． 
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二．柯西不等式 

2.1.已知 , , 0,x y z  且 1.xyz = 求证： 

2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 9
4( ) 12 .

x y y z z x
x y z

z x y x y z

+ − + − + −
+ +  + + − +

+ +
 

2.2.设 0( 1,2, , )ia i n = 满足
1 2 1.na a a = 证明：

22 2

1 2

1 2 2 3 1

.
2

n

n

aa a n

a a a a a a
+ + + 

+ + +
 

2.3.若 , , 1,x y z  且
1 1 1

2,
x y z
+ + = 证明： 1 1 1.x y z x y z+ +  − + − + −  

2.4.设正实数 , ,a b c 满足
1

.
3

ab bc ca+ + = 证明： 

2 2 2

1
.

1 1 1

a b c

a bc b ca c ab a b c
+ + 

− + − + − + + +
 

2.5.已知 , , 0,x y z  证明：
2 2 2

1 1 1
1.

(1 ) (1 ) (1 )

xy xz yz yx zx zy

y z z x x y

+ + + + + +
+ + 

+ + + + + +
 

2.6.设 1 2, , , nx x x 为任意实数,证明： 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2

.
1 1 1

n

n

xx x
n

x x x x x x
+ + + 

+ + + + + + +
 

2.7.已知 , , 0,a b c  且
2 2 2 3.a b c+ + = 证明：

1 1 1
3.

a b c
+ +   
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三．代数综合 

3.1．设非负实数 1 2 ( 3)nx x x n≥， ， ， 满足
1

2019
n

i

i

x
=

= ，求
1

1 1

1

n

k k n

k

x x x x
−

+

=

+ + 的最大值． 

3.2 设 3n≥ 为整数，
1 2 nt t t， ， ， 为正实数，满足 ( )2

1 21 nn t t t+  + + +
1 2

1 1 1

nt t t

 
+ + + 

 
． 

证明：对满足1 i j k n ≤ ≤ 的所有整数 i j k、 、 ， i j kt t t、 、 总能构成三角形的三边长． 

3.3 已知 ( )1 2 2na a a n， ， ， ≥ 都是大于 1 的实数，且 1 1k ka a+ −  ， 1 2 1k n= −， ， ， ． 

求证： 11 2

2 3 1

2 1n n

n

a aa a
n

a a a a

−+ + + +  − ． 

3.4 设  0,1 , 1,2, ,2000ix i = ,定义
2000

2000
3999 3999

1

2000

i
i

j j

j

x
F

x x
=

=

− +
.求

2000

1

i

i

F
=

 的最大值. 

3.5 已知 n是给定的大于1的正整数， 1 2, , , nx x x 为实数，定义 
1

2

1 2 1

1 1 1

( )
n n n

n i i i i

i i i

f x x x x x x x
−

+

= = =

= + +  ， ， ， . 

求 1 2( )nf x x x， ， ， 的最小值. 

3.6设 ka 为正整数 k 的最大奇因数，记
2

1

n

n i

i

S a
=

= .证明： .

 

3.7.设 2,  nNn ，且非负实数 nxxx ,...,, 21 满足 1...21 =+++ nxxx  

求 


+
nji

jiji xxxx
1

)( 的最值并说明何时取到最值。 

3.8．已知正项数列{ }na 对任意 {1,2,3, , 2015}k 满足 3 3 2 2

1 1k k k ka a a a+ ++  − . 

证明：存在
ia 、 ja （1 2016i j   ），使得

1
0 | |

2015
i ja a −  . 

3.9．设 a b c、 、 是正实数，求证：
2 2 2

1
8 8 8

a b c

a bc b ca c ab
+ +

+ + +
≥ ． 

3.10：设 , , 0a b c  且 , ,a b c 不全为零，求 ( )
( )

3

33
, ,

a
f a b c

a b c
=

+ +
 的最值 

3.11 ： 求 最 小 的 实 数 M ， 使 得 对 一 切 实 数 , ,a b c 都 成 立 不 等 式

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2ab a b bc b c ca c a M a b c− + − + −  + +
 

3.12．若不等式 ( )( )( )3 3 3 3a b c abc M a b b c c a+ + − − − −≥ 对所有非负实数 a b c、 、 成立，求

实数M 的最大值． 

3.13：.设 0x y z， ， ≥ ，且 1x y z+ + = ．求 3xy yz zx xyz+ + − 的最小值与最大值． 

3.14：已知正实数 x y z、 、 满足： 3xyz xy yz zx x y z+ + + + + + = ． 

求 ( )u xyz x y z= + + 的最大值． 

  

1 1

1 3

20

n

i i iS S= +


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3.15：若二次函数 ( ) ( )2 , , 0f x ax bx c a b c= + +  有零点，求min , ,
b c c a a b

a b c

+ + + 
 
 

的

最大值. 

3.16．求最大的常数 k ，使得对于  0 1， 中的一切实数 a b c d、 、 、 ，都有不等式 

( )2 2 2 2 2 2 2 24a b b c c d d a k a b c d+ + + + + + +≥ ． 

3.17．已知 0x y z≥， ， 且 1x y z+ + = ，求函数

1 1 1
( ) ( )( )

1 1 1
f x y z xy yz zx

x y z
= + + + +

+ + +
， ， 的最大值和最小值． 

3.18．设 a b c +R， ， ，记 4 4 4
a b c b c a c a b

M
b c c a b a a b c

+ + +
= + + + + +

+ + +
，求M 的

最小值． 

3.19．设 n是一个固定的整数， 2n≥ ．（1）确定最小常数 c ，使得不等式 

( )
4

2 2

1 1

i j i j i

i j n i n

x x x x c x


 
+  

 
 

≤ ≤ ≤≤

≤ 对所有的非负实数
1 2 nx x x， ， ， 都成立． 

（2）对于这个常数 c ，确定等号成立的充要条件． 

3.20．设 0ix （i=1，2，…，n），且
2

1 1

2 1
n

i k j

i k j n

k
x x x

j=   

+ =  ，求
=

n

i

ix
1

的最大值与最

小值．  

3.21 设 2n 个实数
1 2 2na a a， ， ， 满足条件 ( )

2 1
2

1

1

1
n

i i

i

a a
−

+

=

− = ，求 

( ) ( )1 2 2 1 2n n n na a a a a a+ ++ + + − + + + 的最大值． 

3.22 设
1x ，

2x ， ，
nx 与

1a ，
2a ， ， ( )2na n  是满足条件： 

（1）
1 2 0nx x x+ + + = ； 

（2） 1 2 1nx x x+ + + = ； 

（3）
1 2 na a a≥ ≥ ≥ 的两组任意实数．为了使不等式 ( )1 1 2 2 1n n na x a x a x A a a+ + + −≤ 成

立，求数 A的最小值． 

3.23、设
1 2, , , 0nx x x  ，求证：

1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 n nx x x x x x x x
+ + +  + + +

+ + + + + +
 

3.24．求最大的常数 k ，使得对于  0 1， 中的一切实数 a b c d、 、 、 ，都有不等式 

( )2 2 2 2 2 2 2 24a b b c c d d a k a b c d+ + + + + + +≥ ． 

3.25，求最小的正整数 k ，使得对于满足 0 1a≤ ≤ 的所有 a和所有正整数 n，都有不等式； 

( )
( )

3

1
1

1

nka a
n

− 
+

． 
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3.26 求最小的实数，使得不等式 ( )5 12abc abd acd bcd abcd+ + + +≤  

对满足 4a b c d+ + + = 的任意正实数 a b c d、 、 、 都成立． 

3.27．设 n为正整数，实数
1x ，

2x ， ，
nx 满足

1 2 nx x x≤ ≤ ≤ ．求证： 

（1）
( )

( )
2 2

2

1 1 1 1

2 1

3

n n n n

i j i j

i j i j

n
x x x x

= = = =

− 
− − 

 
 ≤ ； 

（2）等号成立的充要条件是
1x ， ，

nx 成等差数列． 

3.28．给定正整数n．求最大的实数 nT
，使得对任意2n个定义在

 0,1
上的实值函数

( )if x
 

( )1,2, , 2i n=
，都存在实数

( )1 2 2, , , 0 1, 1,2, , 2n ix x x x i n  =
，满足 

( )
2 2

11

n n

i i i n

ii

f x x T
==

− 
．  

3.29 、 给 定 整 数 2n ， 设 正 实 数 naa ,,1  满 足 1ka ， nk ,,2,1 = ， 记

k

aaa
A k

k

+++
=

21 ， nk ,,2,1 = .证明：
2

1

1 1

−
− 

= =

n
Aa

n

k

n

k

kk . 

3.30、设
1 2, ,..., na a a 均为正实数， *n N ，证明：

2

1 11 2

4
...

n n

k kk k

k k

a a a a= =


+ + +

   


