
初等数论讲义 (纪春岗，南京师范大学，202201，常州)

二、同余理论

1. 设 a 为正整数, 则 a2 ≡ 0, 1(mod 4). 特别, 当 a 为奇数时, a2 ≡ 1(mod 8).

2. 设 n 为正整数, 则 [
√
n+

√
n+ 1] = [

√
n+

√
n+ 2].

3.(QLS, 2011) 设正整数 n ≥ 4, 证明: 存在多项式 f(x) 满足条件: (1) f(x) =
xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, ai 均为正整数; (2) 对每个整数 m 以及任意 k 个整
数 ri, 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 2, 均有 f(m) ̸= f(r1)f(r2) · · · f(rk).

4. 设 a, b, c 为正整数, 那么在三个整数 a2bc + 2, b2ca + 2, c2ab + 2 中, 必存在一个
数不是完全平方数.

5. (Fermat 小定理) 设 p 为素数, a ∈ Z 且 (a, p) = 1, 则 ap−1 ≡ 1(mod p).

6. 若素数 p ≡ 3(mod 4), 则对任意的整数 a, 均有 p ∤ a2 + 1.

7. a2 ≡ 0,±1(mod 5).

8. 证明: 对任意的正整数 n, 均有 5 ∤
n∑

k=0

C2k+1
2n+1 · 8k.

9. (Wilson Theorem) 设 p 为素数, 则 (p− 1)! ≡ −1(mod p).

10. 设 p 为奇素数, 则
(
p− 1

2
!)2 ≡ (−1)

p+1
2 (mod p).

11. 求所有的正整数 n 满足条件: 2n+ 7 | n!− 1.

12. 设 k 为正整数且 2k + 1, 3k + 1 均为平方数, 证明: 40 | k.

13. 设 a, b 均为正整数, 如果对任意的正整数 n 均有 an + n | bn + n, 那么 a = b.

14. a3 ≡ 0,±1(mod 9).

15.(QLS, 2021) 设 a 为正整数, 数列 {an} 满足: a1 = a, an+1 = a2n + 20, n =
1, 2, 3, · · · . (1) 证明: 存在一个非立方数的正整数 a, 使得数列 {an} 中有一项为立方
数; (2) 证明: 数列 {an} 中至多有一项为立方数.

16. 求方程 y2 = x3 + 23 的整数解 (x, y).

17. 证明: 对任意的整数 a, b, 2a2−1
b2+2

均不是整数.

18. 求所有的整数对 (x, y), 使得 y2 − 5 | x2 + 1.

19.(QLS, 2020) 设数列 a1 = 1, a2 = 2, an = 2an−1 + an−2, n ≥ 3. 证明: 对每个正
整数 n ≥ 5, an 均有一个素因子 p ≡ 1(mod 4).

20. 设 p 为素数, 正整数 n ≥ p2, 如果 n | pn − p, 那么 pn−p
n 为合数.

注记. p = 2 时为 2021 年全国联赛加试题.

21. 若正整数 n > 1, 则 n ∤ 2n − 1.
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22. 设 p 为奇素数, 证明: 存在无穷多正整数 n, 使得 p2 | 1n + 2n + · · ·+ (p− 1)n.

23. 求所有的正整数对 (m,n) 使得 mn− 1 | n3 + 1.

24. 证明: 存在无穷多正整数 n, 使得 n2 | 3n + 2n.
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