
差分方程建模简介

01 引例

引例： 年初时出生一对兔子，这对兔子2个月后有生殖能力。
若每月每对兔子会产生一对幼

兔，到年底会有多少对兔子？

02 差分定义与差分方程简介

差分定义

对数列 ——自变量为正整数的特殊函数

构成原数列的差分数列，简称差分，并记

称为(一阶)前差算子

仿此, 我们可以定义高阶有限差, 例如, 二阶前差记作

阶前差记作 ，定义为

差分定义 - 数列

变化趋势，极限的概念

差分定义 - 用差分刻画变化趋势

常数

常数



差分方程简介

设 是相邻的整数集合, 是定义在集合 上的实值函数， 称方程

为未知函数 的 阶差分方程，其中 为已知函数.

由于方程中各阶前差可用函数值来表示：

因此，差分方程又可表示成

若存在一个定义在 上的实值函数 ，使得对所有 , 满足上式 ，则称这样的函数

是差分方程的一个解．

例如，差分方程

是一个一阶差分方程．函数

通解

是它的解，其中 为任意常数.

例如, 是给定的，称它是初始值， 于是，可以确定

从而

是差分方程的一个解(或者说它是一个特解)．

常系数线性差分方程

最简单而又常用的 阶常系数线性差分方程为

其中系数 ，均与 无关，且 ．

齐次差分方程

齐次常系数线性差分方程的通解可以利用齐次差分方程特征方程的根求得．

假定 我们要寻求形式为



的解，将它代入齐次差分方程得

,

特征方程与特征根

因此 ，或

. (*)

由 得 ，齐次差分方程的平凡解.

(*) 称为差分方程的特征方程，它的根称为特征根．

(一) 特征根均为单重根的情形

设特征方程有 个互异的根 均为实数，则 是齐次差分方程的 个

线性无关解．此时

为齐次差分方程的通解，其中 为任意常数．

当给定 个初值时，系数 可惟一确定.

(二) 重根情形

设特征方程 (1.7) 有重数分别为 的 个不同重实根

通解可表示成

,

其中 为任意常数 ( )．

注：特征根为复根情形（略）

03 高考数列应用题举例

高考常见数列通项求解

【例3】求解差分方程 ,其中 和 常数

高考数列应用题举例

＝

＝ ， ， ＝ ，



【例4】（2002年全国高考题）某城市 年末汽车保有量为 万辆，预计此后每年报废上

年末汽车保有量的 ，并且每年新增汽车数量相同，为保护城市环境，要求该城市汽车保

有量不超过 万辆.

那么每年新增汽车数量不应超过多少辆？

【例5】（生态问题）某地区森林原有木材存量为 , 且每年增长率为 ，因生产建设的需

要每年年底要砍伐的木材量为 , 设 为 年后该地区森林木材的存量，

（1）求 的表达式；

（2）为保护生态环境，防止水土流失，该地区每年的森林木材存量不少于 ，如果

，那么该地区今后会发生水土流失吗？若会，需要经过几年？

04 金融和经济学模型

金融和经济学模型

【例6】设某种货币 年期存款的利率为 （年利率）. 若存入 元，过 年取出，可得本利和

为多少？

贷款问题

【例7】房贷还款问题：
小明的父母计划买房，需要贷款 万元，计划 年还清。
目前贷

款年利率为 。国内房贷还款方式主要分为等额本金和等额本息两种。请通过你认为令

人信服的方法，给小明的父母提出建议如何选择还贷方式。

贷款额： 元

还款月数： 月

月利率：

两种还款方式解释如下：

等额本金还款法，即借款人每月按相等的金额（贷款金额/贷款月数）偿还贷款本金，每月贷

款利息按月初剩余贷款本金计算并逐月结清，两者合计即为每月的还款额。

等额本息还款法：是指每月按相等的金额偿还贷款本息，其中每月贷款利息按月初剩余贷款

本金计算并逐月结清。这种方式是将贷款本金和总利息额相加除以还款期限得出每月平均还

款金额，这种方式每月还款金额固定。



05 应用举例

牛顿传热定律

【练习1】物体温度下降服从牛顿定律：物体温度下降的速度正比于物体和外界的温度。设

表示物体第 分钟时的温度，牛顿传热定律可以写成：

其中 为外界温度， 为比例系数，称为牛顿热传系数。

有一罐 度的饮料放入冰箱的冷藏室内。若冷藏室的温度为 度，设牛顿传热系数为

，则需要多长时间饮料可以下降到 度？

环保问题

【练习2】某污水处理厂通过清除污水中的污染物获得可再用的清洁工业用水。该厂的污水

处理装置每小时可从处理池清除掉 的污染残留物。

Q1: 一天后还有百分之几的污染物残留在池中？

Q2: 使污染物减半要多长时间？

Q3: 要降到原来含污染物水平的 需要多长时间？

【练习3】一活水湖上游有固定流量的水流入，同时水通过下游河道流出，湖水体积保持在

万立方米左右。由于受到污染，湖水中某种不能自然分解的污染物浓度达到 克/立方

米。目前上游的污染已得到治理，流入湖中的水已不含该污染物，但湖周围每天仍有 克

这种污染物进入湖中。

环保机构希望湖水水质达到含污染物不超过 克/立方米的标准，若不采取其他治污措施，

则需要多少时间湖水可以达标（上游污染停止一天后测得湖水中该污染物浓度为 克/

立方米）？

犯罪学应用

【练习4】某地发生一起凶杀案。下午4：30 刑警和法医到达现场，测得尸体温度为 度，

环境温度为 度。

凶杀是什么时候发生的（已知在环境温度为 度的情形下，尸体在最初 小时温度下降

度）？

提示：物体温度下降服从牛顿定律：物体温度下降的速度正比于物体和外界的温度。设 表

示物体第 分钟时的温度，牛顿传热定律可以写成：



其中 为外界温度， 为比例系数，称为牛顿热传系数。

尸体温度应满足上述牛顿传热定律

考古模型问题

【练习5】（C-14断代） 1972年出土的马王堆一号墓中的木炭中的 C-14的蜕变速度为

/分钟，而活树中C-14的蜕变速度为 /分钟。

试确定该墓的入葬年代（C-14的半衰期为5730年）。

一阶非线性差分方程——Logistic方程

【练习6】假设某寄宿中学宿舍有 个学生，其中有 名学生感染了流感。若流感传染速度

和患者人数与尚未得病的人数的乘积成正比。若第 天患者人数达到 人。试建立流感传播

的数学模型，若不采取任何措施，需要多长时间，全体学生都被传染。


