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高二数论 (半天)

1. 设 m < n 是两个互素的正整数, 1 ∼ mn 所有被 m 或者 n 整除的自然数共有

m+ n− 1 个, 从小到大依次记为 a1 = m, a2, . . . , am+n−1 = mn. 求
m+n−1∑
k=1

(−1)kak.

2. 设整数 m ≥ 2. 令 P =
∏

1≤k≤m
(k,m)=1

k. 证明；P ≡ ±1 (mod m) 且 P ≡ −1 (mod m) ⇔

同余方程 x2 ≡ 1 (mod m) 的解为 ±1 (mod m) ⇔ 存在模 m 的原根.

3. 求所有的正整数 n 使得对任意整数 a, 同余式 an+1 ≡ a (mod n) 都成立.

4. 设正整数 n ⩾ 2, 并且对于所有与 n 互素的整数 a 都有 an ≡ a (mod n). 证明: (1)

n 无平方因子; (2) 若 n 的素因子个数不超过 2, 则 n 是素数.

5. 设 p = 4k+3是素数. 证明：
1

02 + 1
+

1

11 + 1
+ · · ·+ 1

(p− 1)2 + 1
≡ 2k+2 (mod p).

6. (1) 设 k,m ∈ N∗, 若对任意素数 p|m, 都有 p− 1 ∤ k. 证明：
∑

1⩽i⩽m
(i,m)=1

1

ik
≡ 0 (mod m).

(2) 设 p 是素数, 如果存在正奇数 k 满足 p− 1 ∤ k + 1, 证明:
p−1∑
i=1

1

ik
≡ 0 (mod p2).

7. 一个正整数n称为“好数”,如果对任意无限个互不相同的素数构成的数列: p1, p2, p3, . . . ,

都存在 n 项 pi1 , pi2 , . . . , pin(i1 < i2 < · · · < in) 使得 pi1pi2 · · · pin ≡ 1 (mod 2022).

求所有小于 2022 的“好数” 的和.

8. 给定正整数 n 求方程
1

x
+

1

y
=

1

n
的正整数解 (x, y) 且 x ≤ y 的个数.

9. 设 n ∈ N, 如果 24|n+ 1, 则 24|σ(n).

10. 设函数 g(n) =
n∑

k=1

(k, n). 证明： g(n) 是积性函数, 并求 g(pα), 其中 p 是素数，

α ∈ N∗.

11. 设 q 是素数且 q− 1 = pα1
1 · · · pαt

t , 其中 p1, . . . , pt 是互异素数，α1, . . . , αt 是正整数.

求介于 q 与 q2 之间满足 nn≡1 (mod q) 的整数 n 的个数(用 pi, αi, 1 ⩽ i⩽ t 表示).


