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一.组合计数中的四个基本原理

1.对应原理:对于两个集合 A和 B ,若存在一个由 A到 B的一一映射,则    Card A Card B .

2.加法原理：做一件事，完成它可以有 n类办法，在第一类办法中有 1m 种不同的方法，在

第二类办法中有 2m 种不同的方法，… ，在第 n类办法中有 nm 种不同的方法，那么完成这

件事共有 1 2 ... nN m m m    种不同方法.

定理： 设 A 和 B 为有限集合，且 BA ，则 BABA  .

推论： 设有 n个有限集合 1 2, ,..., nS S S 满足 )1( njiSS ji   ，则




n

i
in SSSS

1
21  .

问题探究 1:在所有的 6 位二进制数中，至少有连续 4 位是 1 的有多少个？

3.乘法原理：做一件事，完成它需要分成 n个步骤，做第一步有 1m 种不同的方法，做第二

步有 2m 种不同的方法，……，做第 n 步有 nm 种不同的方法，那么完成这件事共有

1 2 ... nN m m m    种不同的方法.

定理: 设 A和 B为有限集合，且 BA ，则 BABA  .

推论: 设有 n个有限集合 1 2, ,..., nS S S 满足 )1( njiSS ji   ，则





n

i
in SSSS

1
21  .

问题探究 2:已知 3 2 47 11 13n    ,求 n的所有正因子个数.

备注：区分两个原理的口诀：加法原理，类类独立；乘法原理，步步相关。

4.容斥原理: 令 | |A 表示集合 A中元素的个数，

则   1
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二. 排列与组合：

排列与组合是组合计数的基础，如果考虑的对象与顺序有关，则称之为排列问题，

如果考虑的对象与顺序无关，则称之为组合问题.

定义排列：从 n个不同的元素中，有次序地选取 r 个元素，称为从 n中取 r 个的排列，其排

列数记为  , r
nA n r A . 当 r n 时，称此排列为全排列.

定理：对于满足 r n 的正整数 n和 r ，有 !( , ) ( 1)...( 1) ,
( ) !
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其中 ! ( 1) ... 1.n n n    

定义组合：从 n个不同元素中选取 r 个元素而不考虑其次序时，称为从 n中取 r 个的组合，

其组合数记为  , r
n

n
C n r C

r
 
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 

.



例题 1：用 2，4，6 三个数字来构造六位数，但是不允许有两个连着的 2 出现在六位数中（例

如 626442 是允许的，226426 就不允许）,问这样的六位数共有多少个？

例题 2：设 s是所有满足下列条件的有理数 r 的集合：

（1） 0 1r  ；

（2） 0. ... 0.r abcabcabc abc
 

  ，其中 , ,a b c不一定互异.

问当将 s中的数 r 写成最简分数时，共有多少个不同的分子？

例题 3：在
21
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，…，
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中，有多少个不同的整数?（其中， x

表示不超过 x的最大整数）

例题 4：对于 0 100x  ，求函数          52 3 4
3

f x x x x x x       
所取的不同整数值的

个数.

例题 5：设  1,2,...,1990S  ，如果 S的一个 31 元子集中的所有数之和是 5 的倍数，则称为

“好子集”. 求 S的所有好子集的个数.

例题 6：若 X 是一个有限集， X 表示集合 X 中的元素的个数， ,S T是 1,2,...,n 的子集，如

果对每一个 ,s S s T  ，且对每一个 ,t T t S  ，就称有序对  ,S T 是“允许的”. 问集合

 1,2,...,10 有多少个“允许的”有序子集对？并证明你的结论.

例题 7：设 P是一个奇素数，考察集合 1,2,..., 2 p 的满足下列两个条件的子集 A :

(1) A p ; (2) A中所有元素之和可被 p整除，试求所有这样的子集 A的个数.

例题 8：设集合  1,2,3,...,366A  . 如果 A的一个二元子集  ,B a b 满足  17 | a b ，则称 B

具有性质 P .
（1）求 A的具有性质 P的所有二元子集的个数；

（2）求 A的两两不交的具有性质 P的二元子集个数的最大值.



例题 9：经理将要打印的信件交给秘书，每次给一封，且放在信封的最上面，秘书一有空就

从最上面拿一封信来打，有一天共有 9 封信要打，经理按第 1 封，第 2 封，...，第 9 封的顺

序交给秘书，午饭时，秘书告诉同事，已把第 8 封信打印好了，但未透露上午工作的其他

情况，这个同事很想知道按什么顺序来打印，根据以上信息，下午打印的信的顺序有多少

种可能？（没有要打的信也是一种可能.）

例题 10：设 M 是平面上所有整点的集合， M 中的点  0 1, ,..., nP P P 构成的一条折线满足

1 1, 1,2,...,i iP P i n   ，则称这条折线长度为 n .  F n 表示起点 0P 在原点而终点 nP 在 x轴上的

长度为 n的不同折线的条数，求证   2
n
nF n C .

例题 11：求整数1, 2 , , 10 的不同排列  1 2 10a a a， ， ， 的数目，使得  2 1 5i ia a i ≤ ≤ ，

 2 1 1 4i ia a i ≤ ≤ ．

通过构造母函数求解

通过构造母函数将  
*A X

f A

 转化为某个函数  f x 在某点 0x 处的函数值  0f x . 其步骤是：

数值和—（配 x）—构造函数—（公式+法则）—简化函数式—（代点）—函数值（答案）

例如：  1 1
0 0

| 1 | 2
n n

ni i i n
n n x x

i i
C C x x 

 

     .一般地，    1 1
1
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a a x f x f 

 

    .

例题 12：设  1,2,...,nX n ，对 nX 的任何非空子集 A ,令  T A 是 A中所有数之积，求

 
nA X

T A



通过考察某值在和式中出现的次数求解

通过考察某些值在和式中出现的次数，将组合求和转化为通常的求和问题解决.

设  1 2, ,..., nX a a a ，对于 X 的子集  1 2
, ,...,

ti i iA a a a ，函数  f A 通常是关于
1 2
, ,...,

ti i ia a a 的

代数式，即    1 2
, ,...,

ti i if A g a a a . 此时和式    
 
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A X a a a X

f A g a a a
 

  . 同时考

察每个元素  1,2,...,ia i n 对应的值  ig a 在和式  
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例题 13：设  1,2,...,nX n ，求  
nA X

S A

 ,其中  S A 表示 A中所有元素得和，   0S   .

例题 14：设 1 2, ,..., na a a 是1,2,...,n得一个排列，对排列中的数 ia ，如果满足：或者 i n ，或

者对一切  j i j n  有 i ja a ，则称 ia 是此排列的一个“大数”，设排列  1 2, ,..., na a a  中

大数的个数为  r  ，求  S r


 .

通过分类求解

在和式  
A X

f A

 中  f A 的值通常只有有限种可能，从而，可对  f A 的值进行分类. 假设

 f A 共有 t种不同的取值 1 2, ,..., tk k k ，对每一个  1i i t  ，若能求出使   if A k 的集合 A的

个数 ip （即 ik 出现的次数），则和式  
A X

f A

 变成
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i
p k


 .

例题 15：设  1,2,...,nX n 对 nX 的任一子集 A ,记  t A 为 A中的最小元素，求  
nA X

T A

 .

例题 16：设 A是  1,2,...,nX n 的任意一个排列，定义    
1

n

i
f A i A i



  ，其中  A i 为排

列 A的第 i个位置上的数，求证：    21 ! 1
3A

f A n n  .

例题 17：对  1,2,...,nX n 的任意一子集 A，记  S A 表示 A中所有元素得和，   0S   .

示 A中的元素个数记 A ，求
 

nA X

S A
A

 .

通过配对求解

通过配对求解就是将和式中的项两两配对，使每对中两项的和为常数，记为 p ，则

     1 1'
2 2A X A X A X

f A f A f A p
  

       . 这是一种简洁而有效的求和方法.

例题 18：对  1,2,...,nX n 的任意一个非空子集 A，定义  f A 为 A中的最小元与最大元之

和，求  1,2,...,nX n 的所有  f A 的平均值.


